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RESUMEN: 

Son. muchM fcu eüJ..cipUnM e.n. fM que. ¿e_ h_e_quúJte.n. gnafia-6 po!L. cü.J..­
ün.to-6 moüv0-6. Y tLe.-6uUa de. óuma utilidad pMa múllipfe_¿, apUcauon.e.-6, como 
.óe.Jt. dú e Vio de. ciJLcU-ito.ó últegnadoJ.J o de. mcúco.Jw_¿, de h;[budo-6, pode.~¡_ .:te.J.J:teM. 
fa p.tan.aJU.dad de un. gna{jo y dat¡_ una Jt.ep!L.e.-6en.tauón plana def múmo. 

Ef a.tgoiU_:tmo p!L.e.-6en.tado ademcú de e_¿,;to, · :t!-en.e oúo,~ Mpec.:toó: potL 
un. fado .ó e fo g!La fa mayo !L. Jtept¡_u eVL:tauó n. pfan.a de un. gJtafi o, e~!l:to M, ,¿e o b­
tie.n.e un.a t¡_e_pt¡_u en.:tación. p.tan.a du g!La{jo ot¡_¡_g.{n.a.t :ta.t que n.o e.xió:te. o:Ct¡_a que 
.{n.c.fuya un. n.úme.Jto mayot¡_ de aJU.¿,:ta-6; po!L. oúo fado ef mUo do VL0-6 pe.Jtmi:te dM 
.te un. con.;tot¡_n.o Mio a.t gJtafio de. modo de que fM o:útM aJU..6tM qw¿ ¿e_ :útacúi 
n.o an ecten. a dicho contonno, de. .ó e.!L e.sto po.sJ.b.te. 

INTRODUCCION: 

Se han seguido las líneas generales propuestas por De 
moucron, Malgrange y Pertuiset (ver Ref. 3 ). Los métodos prQ 
puestos aquí difieren sustancialmente de la implementación dada 
por este Centro de Técnicas Analógico-Digitales en la Ref. 2 
Las diferencias atafien tanto a la forma,como al fondo.Entre las 
primeras debe destacarse que a los fines de mejorar primordial­
mente el aspecto tiempo de cómputos se ha trabajado con las li~ 
tas de adyacencia y los contornos de las caras se han guardado 
en forma de vectores circulares. Tambié«-se procedió a armar p~ 

(*) Trabajo realizado bajo la dirección dellng. Antonio A. Quijano. 

El autor agradece la colaboración de la Dra. Lia Oubiña y el asesoramiento dellng. Armando De Giusti. 
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las con la información de las caras a las que pertenece cada 
vértice. Del 2°tipo de diferencias deben destacarse varias mejo 
ras teóricas y agregados que se han hecho al método original de 
Demoucron. Estas diferencias surgirán claramente de cotejar la 
versión aquí presentada con la propuesta por Demoucron en Refe­
rencia 3. 

ALGORITMO UTILIZADO 

El método utilizado. es un método constructivo y hace 
uso del concepto fundamental de pieza. Una pieza es una porc1on 
del grafo original que aún no figura en el grafo que se está 
construyendo. Más específicamente, hay dos tipos de piezas. Las 
piezas Tipo A son las aristas del grafo original que no forman 
parte del subgrafo que se construyó hasta el momento pero cu­
yos vértices sí pertenecen a dicho subgrafo. Las piezas Tipo B, 
son las componentes conexas del grafo original menos las aris­
tas que ya fueron consideradas hasta el momento.Las aristas que 
tienen como extremo un vértice que pertenece al grafo que se es 
tá construyendo se consideran sólo como incidentes. Y a dichoi 
vértices se los denomina pies de la componente a las que perte­
nece el otro extremo de la arista. Con esta definición resulta 
claro que una pieza se podrá trazar en una cara dada,sólo si to 
dos sus pies pertenecen al contorno de dicha cara. 

Destaquemos que un ciclo determina dos caras o porcio­
nes del plano,una interior y otra exterior. De ahora en más nos 
referiremos a ellas como cara finita y cara infinito.Más preci­
samente la cara infinito es aquella cara cuyo contorno es tal 
que en la cara finita que éste determina yacen todos los otros 
vértices y aristas del grafo. 

El método implementado consiste en los siguientes pasos 

1) Se entra el grafo en forma de listas de adyacencia. 

2) Si se le fija (como dato) una cara infinito, se considera a 
dicho contorno como delimitando sólo una cara y se va a 6). 

3) Se eliminan los vértices de grado 2 
una arista). 

( se los reemplaza por 

4) Se ordenan las listas de adyacencia por los grados de los 
vértices ( de menor a mayor ) y se procede a buscar un ciclo 
inicial al cual se lo trata de extender lo más posible. En 
general este proceso nos _lleva a un ciclo hamiltoniano (es­
to es un ciclo que contiene todos los vértices) si el grafo 
posee al menos uno. 

5) Si el ciclo inicial no es hamiltoniano, ir a 6). En caso con 
trario construir el grafo auxiliar de incompatibilidad entre 
piezas. A este grafo auxiliar se le borrarán un número míni­
mo de vértices (correspondientes a aristas del grafo ori-
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ginal de modo de que el grafo de incompatibilidades sea bicQ 
loreable por vértices. Finalmente, se emite un mensaje donde 
se indica que las aristas correspondientes a vértices a los 
que se les asignó un mismo color deben trazarse en una misma 
cara y los correspondientes al otro color en la otra cara.Ir 
a 11) . 

6) Se testea que el número de aristas sea menor o igual a 3 ve 
ces el número de vértices menos 6. De no ser así se emite un 
mensaje de no planaridad y se ·va a 11). 

7) Se ve si el número de caras trazadas es igual al número de a 
ristas menos el número de vértices más 2.De ser así imprimir 
un mensaje de que el grafo original resultó planar~y los con 
tornos de las caras del grafo e ir a 11). 

8) Se genera una pieza del grafo. Si ya se generaron todas se 
traza la última pieza generada y s.e va a 7). 

9) La pieza generada es tipo A. Si no es así ir a 10).Se testea 
que los extremos de las aristas pertenezcan al menos a dos 
caras. De ser así se va a 8) a generar vna nueva pieza.Si am 
bos vértices sólo tienen una cara en común se trazará dicha 
pieza tipo A en esa cara,generando 2 caras nuevas de las cua 
les 1 tomará el lugar de la vieja. Ir a 7).Si no están ambos 
en ninguna cara se emite un mensaje de no planaridad e ir a 
11). 

10)La pieza generada es tipo B. Se debe verificar que todos sus 
pies pertenezcan al menos a los contornos de dos caras.De ser 
así se va a 8) a generar una nueva pieza.Si la totalidad de 
sus pies sólo figuran en una única cara se procede a partir­
la trazando una cadena de la pieza generando consecuentemen­
te una nueva cara y modificando la vieja. Ir a 7). Si por el 
contrario no existe ningún contorno de la cara en donde figu 
ran todos los pies de la pieza que se está examinando se erni 
te un mensaje de no planaridad y se va a 11). 

11)Fin del proceso. 

FIJAR LA CARA INFINITO: 

Cuando el problema real requ1ere que en la cara inf~ito 
aparezcan sólo determinados vértices en un orden pr~fijado, se 
procede considerando a dicho ciclo inicial corno coritorno de una 
sola cara o sea se considera que la cara infinito no posee vér 
tices y por tanto no se puede trazar nada en ella. Luego se con 
t inúa según e 1 método común de Dernoucron de Ref. 3. 

ELIMINACION DU LOS VERTICES DE GRADO 2: 

A los fines de testeo de planaridad los vérticys de gr~ 
io 2 se pueden considerar simplemente corno aristas p!rtidas o 
divididas, y en consecuencia es redundante el considerar·dichos 
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vértices. También debe notarse que el considerar aristas múlti­
ples no afecta en nada al testeo de planaridad por tanto se las 
trabaja como aristas simples. 

BUSQUEDA DEL CICLO INICIAL: 

Primero se reordenan las listas de adyacencia cla~ficm 
do a los vértices de menor a mayor grado.Luego se pasa al proce 
so de búsqueda exhaustiva de un ciclo inicic.tl.Posteriormente se 
trata de extender dicho ciclo inicial ~gr~k&ndole cadenas de mo 
do de aumentar el número de vértices que lo forman. El proceso 
s~ detiene cuando o bien ya se encqntró un ciclo que contiene -
la totalidad de los vért·ices, o bien todas las cadenas sucepti­
bles de incorporarse no hacen aumentar el número de vértices del 
ciclo ya obtenido. 

OBTENCION DE LA MAYOR REPRESENTACION PLANAR DE UN GRAFO HAMILTO 
NIANO: 

Cuando se dispone de un ciclo hamiltoniano se obtiene 
la mayor representación planar del grafo original. Esto signifi 
ca que se encuentra una representación plana del grafo donde se 
omiten Un número mínimo de aristas del grafo origen de modo de 
que el subgrafo dado sea planar y que cualquier otro subgrafo 
que contenga un número mayor de aristas no lo sea. 

La idea del procedimiento utilizado proviene de una su­
gerencia del artículo de Ref. 3. 

Una vez obtenido un ciclo inicial hamiltoniano lo único 
que falta trazar son aristas. Se genera pues un grafo auxiliar 
donde los vértices representan las aristas del grafo original -
que aún faltan trazar. Dos vértices en el grafo auxiliar serán 
adyacentes sí y sólo sí l~s piezas correspondientes en el grafo 
origen son incompatibles, o se~!no pueden trazarse ambas en una 
misma cara. 

Luego se pro~ede a lá .bicoloreación de este grafo auxi­
liar o de incompatibilidades. Esto es, se trata de asignar uno 
de dos colores posibles a cada vértice de modo de que a vértkes 
adyacentes no les corresponda un mismo color. 

De no ser posible bi.eolorear al grafo,esto se ·debe a la 
existencia de urio o más ciclos de longitud impar y no es posible 
el trazado en forma.plan~r de las aristas correspondient~s del 
grafo origen. Acto seguido se elimina del análisis a la arista 
asociada al vértice que.más conflictos produjo. Más específica­
mente sería el vérti·ce· que tiene mayor número de adyacentes que 
tengan asociado el mismo color que él. Se procede pues a una nue­
va coloración del grafo. 

Una.vez que se ha bicoloreado el grafo sin que haya pro 
ducido ningún conflicto, se tiene una partición del conjunto de 
las aristas del grafo.origen en d~s conjuntos: uno de estos con 
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juntos tendrá los vértices correspondientes en el grafo 
liar de un color y el conjunto restante será el asociado 
tro color. 

aUXl­
al o-

Resulta claro que las aristas pertenecientes a uno de 
estos conjuntos se trazarán por la cara finita y las del otro 
conjunto por la cara infinito. 

COTAS PARA TESTEO DE PLANARIDAD: 

En el método implementado se utilizan 2 números claves. 
El pr1mero es igual a tres veces el número de vértices menos 
seis. Este núTiero nos da una cota superior del número de aris­
tas que puede, como máximo,tener un grafo planar. O sea cuando 
el número de aristas del grafo origen supera esta cota,se tiene 
que dicho grafo es no planar. 

El otro número, conocido como número de Euler, es el nú 
mero de aristas menos el número de v~rtices más dos,y es la can 
tidad de caras que posee un grafo planar biconexo, sin lazos ni 
aristas múltiples. Nos permite saber si ya terminamos de gene­
rar todas las caras del grafo. 

BUSQUEDA DE PIEZAS: 

Se barren todos los vértices que ya han sido considera­
dos y se ve si de ellos parten aristas qfie aún no hayan sido 
consideradas. De ser asi se genera la pieza correspondiente~ ya 
sea tipo A 6 tipo B. Debe destacarse a fin de evitar reiteracio 
nes inútiles una vez generada una pieza tipo B, no se la volve-=­
rá a generar hasta después de haber trazado alguna pieza. 

EXAMEN DE LAS PIEZAS: 

Una vez generada una pieza, ya sea tipo A ó tipo B, se 
toman sus pies y se observa que los mismos formes parte deal me 
nos dos contornos de caras. Esto implica que dicha pieza pued~ 
trazarse-más adelante (para ver la justificación teórica del mé 
todo ver Ref. 2 y 3 ). 

Si en cambio los pies de la pieza figuran sólo en, el con 
torno de una cara se determina en la pieza una cadena que tenga 
origen y termine en dos pies distintos. Lriego se trazará dicha 
cadena en la cara encontrada, modificándpse consecuentemente el 
contorno de dicha cara y generándose una'cara nueva. Debe notar 
se que el hec~o de haber modificado el contorno de una cara (~ 
generado otra) puede forzar que alguna de las piezas que ante­
riormente se verificó que se podrían trazar en más de .. una cara 
puedan ahora trazarse sólo en una cara. Por tanto· después de tra­
zar una pieza es necesario verificar nuevamente en cuántas ca­
ras pueden trazarse todas las piezas restantes.· 

En caso de que los pies de una pieza no estén es su to­
talidad incluidos en el contorno de ninguna cara, se tiene que 
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dicha pieza no puede trazarse planarmente y por tanto el graLO 
original resulta no planar. 

EJm1PLOS: 

Para ilustrar las técnicas explicadas anteriormente, se 
adjuntan un par de eje~plos. En el ejemplo 1. se parte del grafo 
de la Figura 1.a. Se procede a la eliminación de los vérticesde 
grado 2 obteniéndose el grafo reducido de la Figura 1.b. En la 
Figura 1.c. puede verse, en trazo grueso,el ciclo inicial halla 
do y en trazo más fino las piezas tipo A que por ser el ciclo i 
nicial hamiltoniano son el único tipo de piezas que aparecen. 

A cada arista se le asignó ·un número que es el número 
que se le dió al vértice asociado a esa pieza tipo A en el gra­
fo auxiliar de incompatibilidades. 

En la Figura 1.d. puede verse a dicho grafo auxiliar de 
incompatibilidades. 

Est~ grafo no es bicoloreable por vértices. Para que lo 
sea, debe eliminarse el vértice encerrado por una linea de pun­
tos de la Figura 1 .d., que se corresponde a la arista (24,26). 

Finalmente, en la Figura 1.e. puede verse la representa 
ción planar obtenida del grafo reducido trazando las piezas ti­
po A asociadas a vértices con un mismo color en misma cara. 

Para que se vea la equivalencia entre el grafo reducido 
y el grafo original, se procedió a extender la .representación 
planar del grafo reducido hasta obtener una representación pla­
nar del grafo original (ver Figura 1.f.). 

FIGURA 1 a 
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FIGURA 1 b 

FIGURA 1 e 

FIGURA 1 d 
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FIGURA 1 e 

FIGURA 1 f 
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En el ejemplo 2, al grafo original de la Figura 2.a. se 
le fija un contorno (la cara infinito). En la Figura 2.b. puede 
verse dicho contorno en trazo fino, y en trazo grueso la pieza 
tipo B que nos falta trazar. 

En los sucesivos gráficos de la Figura 2.c. se muestra 
la sucesión de grafos que se van construyendo hasta llegar a 
una· r~presentaci6n plana del grafo origen. 

En este ejemplo puede verificarse que el número de caras 
de grafos es exactamente el número de Euler o ·sea el duplo . d.el 
número de aristas, menos el número de vértices más 2. El grafo 
del ejemplo 2 es un grafo planar saturado,esto significi que si 
se le agregara una arista cual4uiera más, se obtendria un grafo 
no planar. Este hecho se podria deducir de que ~1 número de aris 
tas del grafo alcanza la cota antes mencionada de 3 veces el nG 
mero de vértices menos 6.Debe destacarse que si se hubiera fija 
do como contorno de la cara infinito el ciclo (1,2,4,3,) .se hu-=­
biera obtenido un mensaje de no planaridad por la imposibilidad 
de trazar aristas en la cara infinito cuando ésta6 nos es dada 
como dato. 

.; .-,·_·, .. 
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FIGURA 2 b 
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CONCLUSIONES: 

En la siguiente etapa se procederá a un estudio exhaus­
tivo de los tiempos tratando de optimizar los algoritmos emplea 
dos de modo de salvar ese factor critico en muchos problemas -­
reales. Una vez alcanzada die meta se tratará de emplear las 
técnicas aqui expuestas a casos reales de disefio de máscaras de 
hibridos y circuitos integrados. 
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