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RESUMEN :

Son muchas Las disciplinas en Las que se Aequieren grafos por dis-
tintos motivos. Y rnesulta de suma utilidad para militiples aplicaciones, como
sen diseiio de cirncuitos integrados o de mdscaras de hibaldos, podern testearn
La planesrddad de un ghafo y dar una rephesentacidn plana del mismo.

EL algornitmo presentado ademds de esto, flene othos aspectos: por
un Lado se Logra La mayor representacidn plana de un. grafo, esto es, se  ob-
Llene una nepresentaciin plana del grako orniginal fal que no existe otra que
Ancluya un ndmero mayorn de auistas; por otro Lado el método nos permite dan
Le un contorno L0 al grafo de modo de que Las otrnas aristas que se Thacen
no afecten a dicho contorno, de sen esto posible.

INTRODUCCION:

Se han seguido las lineas generales propuestas por De
moucron, Malgrange y Pertuiset (ver Ref. 3 ). Los métodos pro
puestos aqui difieren sustancialmente de la implementacidn dada
por este Centro de Técnicas Analdgico-Digitales en la Ref. 2
Las diferencias atafien tanto a la forma,como al fondo.Entre las
primeras debe destacarse que a los fines de mejorar primordial-
mente el aspecto tiempo de cémputos se ha trabajado con las 1is
tas de adyacencia y los contornos de las caras se han guardado
en forma de vectores circulares. También se procedid a armar pil
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las con la informacidén de las caras a las que pertenece cada
vértice. Del 2°tipo de diferencias deben destacarse varias mejo
ras tedricas y agregados que se han hecho al método original de
Demoucron. Estas diferencias surgirdn claramente de cotejar la
versidén aqui presentada con la propuesta por Demoucron en Refe-
rencia 3.

ALGORITMO UTILIZADO

E1l método utilizado . es un método constructivo 7y hace
uso del concepto fundamental de pieza. Una pieza es una porcidn
del grafo original que aln no figura en el grafo que se esta
construyendo. Mas especificamente, hay dos tipos de piezas. Las
piezas Tipo A son las aristas del grafo original que no forman
parte del subgrafo que se construyd hasta el momento pero cu-
yos vértices si pertenecen a dicho subgrafo. Las piezas Tipo B,
son las componentes conexas del grafo original menos las aris-
tas que ya fueron consideradas hasta el momento.Las aristas que
tienen como extremo un vértice que pertenece al grafo que se es
ta construyendo se consideran s6lo como incidentes. Y a dichos
vértices se los denomina pies de la componente a las que perte-
nece el otro extremo de la arista. Con esta definicidén resulta
claro que una pieza se podrad trazar en una cara dada,sdlo si to
dos sus pies pertenecen al contorno de dicha cara.

Destaquemos que un ciclo determina dos caras o porcio-
nes del plano,una interior y otra exterior. De ahora en mas nos
referiremos a ellas como cara finita y cara infinito.Mas preci-
samente la cara infinito es aquella cara cuyo contorno es tal
que en la cara finita que éste determina yacen todos los otros
vértices y aristas del grafo. '

El método implementado consiste en los siguientes pasos
1) Se entra el grafo en forma de listas de adyacencia.

2) Si se le fija (como dato) una cara infinito, se considera a
dicho contorno como delimitando s6lo una cara Yy se va a 6).

3) Se eliminan los vértices de grado 2 ( se los reemplaza por
una arista ). !

4) Se ordenan las listas de adyacencia por los grados de 1los
vértices ( de menor a mayor ) y se procede a buscar un ciclo
inicial al cual se lo trata de extender 1lo mds posible. En
general este proceso nos lleva a un ciclo hamiltoniano (es-
to es un ciclo que contiene todos los vértices) si el grafo
posee al menos uno.

5) Si el ciclo inicial no es hamiltoniano, ir a 6). En caso con
trario construir el grafo auxiliar de incompatibilidad entre
piezas. A este grafo auxiliar se le borrardn un nGmero mini-
mo de vértices (correspondientes a aristas del grafo ori-



ginal de modo de que el grafo de incompatibilidades sea bico
loreable por vértices. Finalmente, se emite un mensaje donde
se indica que las aristas Correspondlentes a vértices a 1los
que se les asignd un mismo color deben trazarse en una misma
cara y los correspondientes al otro color en la otra cara.lIr

a 11).

6) Se testea que el nGmero de aristas sea menor o igual a 3 ve
ces el nUmero de vértices menos 6. De no ser asi se emite un
mensaje de no planaridad y se va a 11).

7) Se ve si el nGmero de caras trazadas es igual al nimero de a
ristas menos el nUmero de vértices mads 2.De ser asi imprimir
un mensaje de que el grafo original resultd planar,y los con
tornos de las caras del grafo e ir a 11).

8) Se genera una pieza del grafo. Si ya se generaron todas se
traza la Gltima pieza generada y se va a 7).

9) La pieza generada es tipo A. Si no es asi ir a 10).Se testea
que los extremos de las aristas pertenezcan al menos a dos
caras. De ser asi se va a 8) a generar una nueva pieza.Si am
bos vértices sbélo tienen una cara en comln se trazard dicha
pieza tipo A en esa cara,generando Z caras nuevas de las cua
les 1 tomard el lugar de la vieja. Ir a 7).Si no estan ambos
en ninguna cara se emite un mensaje de no planaridad e ir a
11).

10)La pieza generada es tipo B. Se debe verificar que todos sus
pies pertenezcan al menos a los contornos de dos caras.De ser
asi se va a 8) a generar una nueva pieza.Si la totalidad de
sus pies sdlo figuran en una Gnica cara se procede a partir-
la trazando una cadena de la pieza generando consecuentemen-
te una nueva cara y modificando la vieja. Ir a 7). Si por el
contrario no existe ningln contorno de la cara en donde figu
ran todos los pies de la pieza que se estd examinando se emi
te un mensaje de no planaridad y se va a 11).

11)Fin del proceso.
FIJAR LA CARA INFINITO:

Cuando el problema real requiere que en la cara infinito
aparezcan s6lo determinados vVvértices en un orden prefijado, se
procede considerando a dicho ciclo inicial como contorno de una
sola cara o sea se considera que la cara infinito no-posee vér
tices y por tanto no se puede trazar nada en ella. Luego se con
tinla segln el método comln de Demoucron de Ref. 3.

CLIMINACION DE LOS VERTICES DE GRADO 2:
A los fines de testeo de planaridad los vértices de gra

10 2 se pueden considerar simplemente como aristas partidas o
divididas, y en consecuencia es redundante el considerar -dichos



vértices. También debe notarse que el considerar aristas mGlti-
ples no afecta en nada al testeo de planaridad por tanto se 1las
trabaja como aristas simples. o

BUSQUEDA DEL CICLO INICIAL:

Primero se reordenan las listas de adyacencia clasifica
do a los vértices de menor a mayor grado.Luego se pasa al proce
so de bGsqueda exhaustiva de un ciclo inicial.Posteriormente se
trata de extender dicho ciclo inicial agregdndole cadenas de mo
do de aumentar el nimero de vértices que lo forman. E1 proceso
se detiene cuando o bien ya se encontrd un ciclo que contiene -
la totalidad de los vértices, o bien todas las cadenas sucepti-
bles de incorporarse no hacen aumentar el ntGmero de vértices del
ciclo ya obtenido.

OBTENCION DE LA MAYOR REPRESENTACION PLANAR DL UN GRAFO HAMILTO
NIANO:

Cuando se dispone de un ciclo hamiltoniano se obtiene
la mayor representacidén planar del grafo original. Esto signifi
ca que se encuentra una representacidon plana del grafo donde se
omiten un nGmero minimo de aristas del grafo origen de modo de
que el subgrafo dado sea planar y que cualquier otro subgrafo
que contenga un nGmero mayor de aristas no lo. sea.

La idea del procedimiento utilizado prov1ene de una su-
gerencia del articulo de Ref. 3.

Una vez obtenido un ciclo inicial hamiltoniano lo Gnico
"que falta trazar son aristas. Se genera pues un grafo. auxiliar
" donde los vértices representan las aristas del grafo original -
que aln faltan trazar. Dos vértices en el grafo auxiliar serén
adyacentes si y s6lo si las piezas correspondientes en el grafo
origen son incompatibles, o sea’no pueden trazarse ambas en una
misma cara. .

Luego se procede a la .bicoloreacién de este grafo auxi-
liar o de incompatibilidades. Esto es, se trata de asignar uno
de dos colores posibles a cada vértice de modo de que a vértices
adyacentes no les corresponda un mismo color.

De no ser posible bieolorear al grafo,esto se debe a la
existencia de uno o mids ciclos de longitud impar y no es posible.
el trazado en forma planar de las aristas correspondientes del
grafo origen. Acto seguido se elimina del anadlisis a la arista
asociada al vértice que mids conflictos produjo. Mas especifica-
mente seria el vértice que tiene mayor nimero de adyacentes que
- tengan asociado el mismo color que €l. Se procede pues auna nue-
va coloracidén del grafo.

Una vez que se ha bicoloreado el grafo sin que haya pro
ducido ningin conflicto, se tiene una particidn del conjunto de
las aristas del grafo origen en dos conjuntos: uno de estos con



juntos tendrd los vértices correspondientes en el grafo auxi-
liar de un color y el conjunto restante serd el asoc1ado al o-
tro color.

Resulta claro que las aristas pertenecientes a uno - de
estos conjuntos se trazaridn por la cara finita y las del otro
conjunto por la cara infinito.

T

'COTAS PARA TESTEO DE PLANARIDAD:

En el método implementado se utilizan 2 nlmeros claves.
El primero es igual a tres veces el nGlmero de vértices menos
seis. Este nlmero nos da una cota superior del nGmero de aris-
tas que puede, como maximo,tener un grafo planar. O sea cuando
el nimero de aristas del grafo origen supera esta cota,se tiene
que dicho grafo es no planar.

El otro nimero, conocido como nimero de Euler, es el ni
mero de aristas menos el nimero de vértices mids dos,y es la can
tidad de caras que posee un grafo planar biconexo, sin lazos ni
aristas maltiples. Nos permite saber si ya terminamos de gene-
rar todas las caras del grafo.

BUSQUEDA DE PIEZAS:

Se barren todos los vértices que ya han sido considera-
dos y se ve si de ellos parten aristas qie atn no hayan sido
consideradas. De ser asi se genera la pieza correspondiente, ya
sea tipo A 6 tipo B. Debe destacarse a fin de evitar reiteracio
nes inGtiles una vez generada una pieza tipo B, no se la volve-

rd a generar hasta después de haber trazado alguna pieza.
EXAMEN DE LAS PIEZAS: |

Una vez generada una pieza, ya sea tipo A 6 tipo B, se
toman sus pies y se observa que los mismos formes parte deal me
nos dos contornos de caras. Esto implica que dicha pieza puede
trazarse-mds adelante (para ver la Justlflcac1on tedrica del mé
todo ver Ref. 2 y 3 ).

Si en cambio los pies de la pieza figuran s6lo en el con
torno de una cara se determina en 1a pieza una cadena que tenga
origen y termine en dos pies distintos. Luego se trazarid dicha
cadena en la cara encontrada, modificéndgse consecuentemente el
contorno de dicha cara y generiandose una cara nueva. Debe notar
se que el hecho de haber modificado el contorno de una cara (y
generado otra) puede forzar que alguna de las plezas que ante-
riormente se verificd que se podrlan trazar en mds de una cara
puedan ahora trazarse sd6lo en una cara. Por tanto desouesdeixa-
zar una pieza es necesario verificar nuevamente en cuantas ca-
ras pueden trazarse todas las plezas restantes.

En caso de que los pies de,una pieza no estén es su to-
talidad incluidos en el contorno de ninguna cara, se tiene que



dicha pieza no puede trazarse planarmente Yy por tanto el graro
original resulta no planar.

EJEMPLOS:

Para ilustrar las técnicas explicadas anteriormente, se
adjuntan un par de ejemplos. En el ejemplo 1 se parte del grafo
de la Figura 1.a. Se procede a la eliminacidn de los vérticesde
grado 2 obteniéndose el grafo reducido de la Figura 1.b. En 1la
Figura 1.c. puede verse, en trazo grueso,el ciclo inicial halla
do y en trazo mds fino las piezas tipo A que por ser el ciclo i
nicial hamiltoniano son el Gnico tipo de piezas que aparecen.

A cada arista se le asignd un ntmero que es el nUmero
que se le did al vértice asociado a esa pieza tipo A en el gra-
fo auxiliar de incompatibilidades. ~ :

En la Figura 1.d. puede verse a dicho grafo auxiliar de
incompatibilidades.

Este grafo no es bicoloreable por vértices. Para que 1lo
sea, debe eliminarse el vértice encerrado por una linea de pun-
tos de la Figura 1.d., que se corresponde a la arista (24,26).

' Finalmente, en la Figura 1.e. puede verse la representa
cidén planar obtenida del grafo reducido trazando las piezas ti-
po A asociadas a vértices con un mismo color en misma cara.

Para que se vea la equivalencia entre el grafo reducido
v el grafo original, se procedid a extender 1la .representacidn
planar del grafo reducido hasta obtener una representacidn pla-
nar del grafo original (ver Figura 1.f.).

FIGURA 1a



FIGURA 1b

FIGURA 1 ¢

FIGURA 1d



FIGURA 1e

FIGURA 1 f



En el ejemplo 2, al grafo original de la Figura 2.a. se
le fija un contorno (la cara infinito). En la Figura 2.b. puede
verse dicho contorno en trazo fino, y en trazo grueso la pieza
tipo B que nos falta trazar. '

En los sucesivos gréficos de la Figura 2.c. se muestra
la sucesidn de grafos que se van construyendo hasta llegar 'a
una- representacidén plana del grafo origen.

En este ejemplo puede verificarse que el nimero de caras
de grafos es exactamente el nlimero de Luler o 'sea el duplo del
nlmero de aristas, menos el nfimero de vértices mads 2. E1 grafo
del ejemplo 2 es un grafo planar saturado,esto significa que si
se le agregara una arista cualquiera mids, se obtendria un grafo
no planar. Este hecho se podria deducir de que el nGmero de aris
tas del grafo alcanza la cota antes mencionada de 3 veces el na
mero de vértices menos 6.Debe destacarse que si se hubiera fija
do como contorno de la cara infinito el ciclo (1,2,4,3,) .se hu-
tiera obtenido un mensaje de no planaridad por la imposibilidad
de trazar aristas en la cara infinito cuando éstajnos es dada
como dato. '

FIGURA 2a

FIGURA 2 b
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CONCLUSIONES :

En la siguiente etapa se procederd a un estudio exhaus-
tivo de los tiempos tratando de optimizar los algoritmos emplea
dos de modo de salvar ese factor critico en muchos problemas -
reales. Una vez alcanzada dicha meta se tratarid de emplear 1las
técnicas aqui expuestas a casos reales de disefio de mascaras de
hibridos v circuitos integrados.

REFERENCIAS:

1) C. Berge - ""Theorie des graphes et ses applications™ - DUNOD
1963.

2) A. De Giusti, C. Cutzner, G. Rossi vy J. Diaz - "Planarizacidm
de grafos por computadora. Aplicacidén a circuitos electrdni-
cos' - Publicacidn del Plan Nacional de Llectrdnica, Afio I

N°3, pag. 4-10, Noviembre 1979.

3) G. Demoucron, Y. Malgrange y R. Pertuiset - 'Graphes planai-
res, Reconnaissance et construction des representations'. Re
vue Francaise de Recherche Operationnelle. Vol. 8,pag 33-47.
Afio 1964.

4) R.J. Fandree y R. H. Schelp - "Varions length paths in graphs.
Theory and Avpplications cf Graphs. Proceedings, Michigan, May
1976. Springer-Verlag.

5) J.G. Penaud - "Algorithmes de Planarite! Universite de Bor-
deaux.
6) F. Rubin - "An improved algorithm for testing the planarity

of a graph' ILEE Transactions on Conmputers. Vol. C-24, N°2.
Febrero 1975, pag. 113-121.

7) D. de VWella - "A note on graph coloring"” R.A.I.R.O0., R-1. -
1974, pag. 49-53.

P - 12



